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摘要 : 

著名 经 济 学 家 韦伯 说 过 ， 影响 公司 经 济 收益 的 最 重要 的 三 个 条 件 是 ， 它 所 处 的 位 置 ， 所 处 的 位 置 
和 所 处 的 位 置 。 本 文 从 经 典 的 几何 问题 费 马 点 进行 加 权 ， 并 将 其 推广 至 Lp 空间 ， 使 其 纯 数学 问题 更 
具有 实际 意义 ， 比 较 好 的 解决 了 韦伯 工业 区 位 论 提 出 的 猜想 和 其 他 实际 应 用 。 

不 同 维度 的 向 量 空间 统称 为 赋 沁 向 量 空间 。 笔 者 先 从 一 阶 范 数 ， 这 种 特殊 的 赋 沁 向 量 空间 开始 讨 
论 ， 步 步 深 入 ， 最 后 用 Lp 空间 的 通 解 方法 ， 概 括 全 文 ， 并 相应 作出 了 计算 机 程序 。 


关键 词 : 加 权 费 马 点 ，Zzp 空间 ， 赋 范 向 量 空间 
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第 一 章 ”最 佳 布局 问题 与 距离 方程 
1.1 距离 的 特征 
在 了 "空间 中 ， 定 义 两 个 氮 X= (Xi,X2…,Xn),，Y = (アッ), 则 相应 的 距离 d(X,Y) 具有 以 下 

特征 :上 

d(X,Y) >0 非 负 性 

d(X,Y) =0 X=Y 同一 性 

d(xX,7) = d(Y,X) 対称 性 

d(X,Y) < d(X,7Z) + d(Z,Y) 三 角 不 等 式 


1.2 池 数 的 引出 
在 欧 几 里 得 有 R" 空 间 中 ， 两 个 点 之 间 的 距离 被 称 之 为 欧 几 里 得 距离 (二 阶 汽 数 )， 当 然 不 同 沁 数 可 作 
为 其 他 距离 的 表示 万 法 。 大 在 同 量 空 间 定 义 了 汇 数 ， 则 称 之 为 赋 沁 向 量 空间 ,这 在 第 五 草 中 会 有 详细 


介绍 。 


赋 学 向 量 空间 中 定义 两 个 点 6 = (Xi ルフ イッ の ア < (yi, yo Vn ) 7 则 其 距离 方程 为 


7 1/p 
Ly(%, 7Y) = ||X — 7||， = (Xk -yj 
i=1 


上 述 这 个 式 子 被 称 为 /, 范 数 ， 并 满足 上 述 距 离 的 四 个 特征 ， 其 中 三 角 不 等 式 的 证 明 是 不 平凡 的 ， 
其 结论 被 称 之 为 闵可夫 斯 基 不 等 式 。 久 


1 

1.3 广义 加 权 费 马 点 

在 欧 几 里 得 空间 中 定义 一 个 点 ， 使 其 到 点 集中 的 所 有 点 的 距离 之 和 最 短 。 则 这 个 点 被 称 之 为 广义 
费 马 点 ， 最 初 费 马 点 的 定义 是 由 法 国 数学 家 费 马 在 一 封 信 中 提出 的 ， 这 里 的 广义 加 权 费 马 点 是 最 急 费 
马 点 定义 或 是 广义 费 马 点 的 更 深层 次 推广 。 

在 赋 范 向 量 RR* 空 间 上 ， 定义 广 闵 加 权 费 马 点 为 P = (x, y), 点 集 N; = (x yi), ki 为 相应 的 权 数 , 
i = 1,2,…,n 

那么 则 应 满足 : 


P(x,y) = 2 kil|xi— xl? + |yi— yl?)Y? = min 
2 
第 二 章 一 阶 范 数 中 的 广义 费 马 点 ( 曼哈顿 距离 ) 
2.1 曼哈顿 距离 的 定义 
曼哈顿 距离 的 构造 比 欧式 几何 更 接近 生活 ， 且 更 来 得 容易 诠释 这 世界 中 的 城市 问题 ， 基 于 城市 为 
网 络 布局 构造 。 在 一 阶 泄 数 的 时 候 ， 其 距离 残 为 曼哈顿 距离 。 
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此 时 的 距离 的 方程 可 写成 : 


nN 
LY) = NX -Yh = > kal 9 


i=1 
2.2 加 权 费 马 点 的 布局 
由 广义 加 权 费 马 点 的 定义 ， 建 立 二 元 目标 肖 数 , 


nN nN nN 
FG) = > kil x+ by -yD) = > kil xl+ > kily: —y| 
i=1 i=1 i=1 


先 让 点 集中 的 加 权 横 坐标 数列 与 纵 坐标 数列 按 前 后 大 小 重新 排列 ， 构 成 新 数列 ,yj , 其 中 , 
为 相应 的 权 值 , = 1,2,…n 
定义 ， 
GO= DNAS EI AO DAE 
j=1 j=1 
当 万 CO), 户 C7) 同时 取 到 最 小 值 时 ，P = (x,y) 即 为 此 时 的 加 权 费 马 点 ,其 必 满 足 廊 CO), 户 C7) 的 导 
数 为 零 或 不 可 导 . 


其 察 色 隊 数 (x), 玉 中 当 x チ な y 到 yj ,j= 4,2.…,n 时 ,所 (xX), 太 (Y) 是 可 导 的 。 
则 令 xy <X< Xp+1 / Vp < ア < yp’'+1 p,p = Se 1, 2 7 一 工 则 部 人 fz2(y) ロ 可 转化 为 : 


の n n 
h(x) = > ん 一 如 + > klx—xl, fy)= 0 |y; —y|+ > ki |y — yi 

J=1 J=p+1 J=1 J=p'+1 

那么 ， 
3 of の / n 
L -> = ムー 2 ke, 
9y 
リー の 1 J=1 J=p'+1 

因此 ， 当 xp <x < xpty yp <y》< yprti 时 ,P(x,y) 为 最 佳 点 其 满足 条 ーー 党 ー 0。 


又 观察 到 , 国 数 廊 (x)， f(y) 7 分 别人 在 点 X; Ee Zn 时 不 可 导 。 
则 最 优点 为 (xy, yp,) 同时 满足 , 


りー1 n 2/ n 

1 1 

BOOED Di 2 6=0 
=1 J=p J=1 J=p+1 

有 /一 工 n 2/ + p 

WY Vhs EY ue 

dy dy J J 
jl j=p! j=1 J=p’+1 


2.3 一 阶 范 数 中 的 费 马 点 的 几何 作法 
根据 引 理 2.2.1 我 们 可 以 在 点 集 Ni = (gy i = 1,2…,n 中 先 分 别 计算 其 横 坐 标 数 列 与 纵 坐 标 
数列 的 权 信 的 总 和 的 一 半 ， 将 权 值 按 升 序 排列 后 ， 从 第 一 个 权 值 开始 一 步 一 步 进行 办 加 ,直到 超过 其 


忌 和 的 一 半 。 将 超过 权 信 一 半 对 应 的 横 ( 纵 ) 数 引 数 轴 垂 线 ， 那 么 其 交点 即 为 加 权 费 马 点 。 当 囚 加 的 
权 值 正好 等 于 其 轧 和 的 一 半 时 ， 此 时 加 权 费 马 点 有 无 荔 个 。 因 此 ,一 阶 汽 数 下 的 费 马 点 不 唯一 。 
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其 两 种 情况 可 由 下 图 表示 : 


ーー ご ーー ニー ニー ニー 二 ー ュ ーーーー ニ ーーー ニー ネーーーー ニ ーー ニー ニー ニー ニーー ニ ーー ニテ ミー ニー ニー ニー ニー ニー ニー 
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第 三 章 二 阶 范 数 中 的 费 马 点 ( 欧 几 里 得 距离 ) 
3.1 欧 几 里 得 距离 中 的 费 马 点 定义 
欧 几 里 得 距离 是 费 马 点 的 锥 形 ， 也 是 我 们 最 为 熟悉 的 一 个 空间 。 但 这 里 的 广义 加 权 费 马 点 比 一 阶 
汇 数 中 的 费 马 点 难 求 的 多 。 在 欧 几 里 得 空间 中 ， 其 距离 方程 为 ， 


1/2 
L,(X,Y) = ||X — 7Y||, = > ki 一 wp 


i=1 
3.2 利用 初等 几何 来 求 费 马 点 
基于 费 马 点 的 定义 是 三 角形 中 的 一 点 ， 利 用 几何 证 明 是 一 般 问 题 下 手中 最 容易 想到 的 一 点 ， 先 不 
妨 令 所 有 权 数 为 一 。 连 接点 集中 的 各 上 后， 使 其 成 为 封闭 的 几何 图 形 ， 则 目标 改 为 在 平面 内 找到 一 点 使 
其 到 图 形 的 顶点 之 和 最 小 。 
3.2.1 三 角形 中 的 费 马 点 
A. 构造 三 角形 A4BC 使 其 任意 一 个 角 都 小 于 120” 
由 于 三 角形 是 费 马 点 最 原始 的 状态 ， 所 以 证 明 起 来 并 不 很 困难 。 
如 图 4 , 在 A4gC 中 作 4p 边 的 等 边 三 角形 A4BD , 构造 一 个 圆 使 其 过 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 ， 连 
接 CD 和 圆 的 交点 记 为 费 马 点 P。 
对 于 任意 一 点 P' 根据 托 勒 密 不 等 式 ， 得 到 4D : BP' + BD: AP’ > DP'・AB, 
“AB=AD=BD=>BP'+AP'> DP > BP'+AP'+CP' > DP'+CP' > CD 
( 当 且 仅 当 4, B, D, P 四 点 共 圆 时 ， 且 P 在 线段 CD 上 时 等 号 成 立 ) 


加 4 


B. 构造 三 角形 AABC 使 其 有 一 个 角 大 于 120° 
人 在 三角 形 内 部 取 一 点 P , 连接 4AP" ,BP' ,CP'。 以 4P' 为 边 ， 作 等 边 三 角形 A4P'M ， 以 4B 为 边 ， 
作 等 边 三 角形 4BN， 连 接 NM , 延长 线段 NA 至 CM 上 上 后 XK， 如 图 5。 
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图 > 


那么 由 条 件 可 知 ， 易 证 明 44BP' < AANM(S. 4.5.)。 叉 4P' = MP', 同样 的 得 到 PP' = MN。 
要 使 P'4 + P'B + P'C 最 小 ， 则 转化 为 MN + NP' + P'C 最小 。 
而 由 三 角形 不 等 式 可 知 , 
MP’+P'C>MC, NM+MK > AN +AK, AK+KC>AC 
联 六 上 式 中 3 个 不 等 式 得 到 , 
NM+MC>AN+AC NM+MP'+P'C>AN+AC, 
所 以 当 目 似 当 P 在 A 点 時 MV+ MP' + PC 的 值 最 小 ( 当 点 P' 在 三 角形 形 外 的 时 候 ,结论 显然 , 
在 此 不 作证 明 ) 。 
所 以 ， 此 时 情况 中 的 费 马 点 为 钝 角 操 。 


3.2.2 四 边 形 中 的 费 马 点 
A . 当 四 边 形 为 凸 四 边 形 
此 时 的 费 马 点 相当 好 找 ， 即 为 两 条 对 角 线 的 交点 。 若 不 是 ， 则 会 与 4 个 顶点 的 连 线 所 构成 两 个 三 
角形 ， 如 图 6， 则 根据 基本 三 角 不 等 式 ， 必 有 
PDB+PD>PD， P4+PC>4C 
所 以 ， 当 且 仅 当 忆 点 在 4C 于 BD 的 交点 时 ， 使 得 可 使 得 4AP + BP + CP + DP 最 小 。 
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B . 当 四 边 形 为 四 四 边 形 
随 着 点 的 增加 ， 费 马 点 的 构造 难度 也 逐渐 开始 增 大 。 笔 者 在 此 用 编程 穷 举 观 察 ， 发 现 费 马 点 正好 
落 在 其 上 四 点 上 。 证 明 如 下 。 
I， 当 点 忆 在 凹 四 边 形 形 外 时 ,延长 4D 至 BP' 上 点 ,连接 4P BP', CP', DP', BD ,如 图 7 所 示 。 
由 基本 三 角形 不 等 式 可 知 ，4P'+KP'> 4D+DK,，DK+BK>BD 
联 立 上 式 中 两 个 不 等 式 可 得 ,4P'+BP'>4D+BD, 又 DP'+PC> CD 
所 以 4P'+BP'+CP+DP >4D+BD+CD。 即 排除 了 费 马 点 在 止 四 边 形 外 的 可 能 性 。 
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图 7 


II. 当 点 P 在 凹 四 近 形 形 内 時 , 连接 BD, CP', BP' AP', 4C , 延 丘 4D 全 CP 上 点 K。 
如 同 I 中 所 证 的 ， 同 样 利用 三 角形 不 等 式 ， 得 到 AP' + CP' > 4D + (CD 又 BP' 十 DP' > BD。 
所 以 4P' + BP' + CP' + DP' >4D+BD+CD。 则 也 排除 了 费 马 点 在 止 四 边 形 内 的 可 能 性 。 

乏 上 所 巡 , 在 凹 四辺 形 中 , 凹 点 即 訪 此 対 的 費 弓 点 。 
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3.3 . 利用 ” N 孔 系统 "追踪 费 马 点 
3.3.1 "NN 孔 系 统 " 的 定义 

当 用 几何 直接 证 明 法 将 费 马 点 拓展 为 五 边 形 ,甚至 边 数 更 多 时 ,笔者 发 现 这 种 情况 下 用 几何 方法 非 
常 繁琐 。 后 查阅 资料 后 发 现 还 可 用 物理 方法 来 构造 。 这 里 引入 “W 孔 奈 銃 "8! ，N 也 系统 满足 以 下 几 
个 条 件 : 

1. 在 桌面 上 有 n 个 大 小 相同 的 小 圆 孔 . 

2、 取 nn 条 适当 长 度 的 细 绳 ， 分 别 穿 过 小 圆 孔 ， 并 将 此 n 条 绳子 置 于 桌面 上 的 部 分 连接 于 点 P， 绳子 的 另 一 端 各 挂 
不 同 重量 ( 可 理解 为 权 值 ) 的 物体 。 

3、 实 验 中 ， 所 有 涉及 到 的 摩擦 力 不 计 。 

4、 绳 子 的 重力 不 计 。 


引 理 3.3.2 : " 孔 系 统 " 的 最 小 势能 点 即 为 N 边 形 的 费 马 点 。(N > 2 ) 

令 所 有 的 点 所 处 的 如 面 高 度 为 h, 从 PP 点 通过 Ni 了 至 悬挂 重 物 处 的 绳 长 为 (i = 1,2,….,n )， 其 对 应 
的 重 物 为 Mi(i = 1,2,.….,n ) 克 ， 如 图 9。 将 n 条 绳子 连接 使 得 存在 一 个 可 活动 的 P 操 ， 将 P 点 移 往 桌 面 上 
一 操 男 一 后 P'， 则 此 时 NN 点 系统 的 思 势 能 为 : 


nN nN 7 
本 > Miglh — (1; — P'N;)] = > Mig(h— 1)+ 3 Mig(P'N;) 
t=1 t=1 i=1 
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当 ア 后 最 终 移动 到 点 P， 其 最 小 势能 点 位 置 时 , N 点 系统 的 中 最 小 ， 而 由 已 知 条 件 可 知 
に 1 Mig(h 一 4) 为 定 值 。 因 此 得 到 3? P'N; 为 最 小 值 ， 故 原 合 题 得 


9 
引 理 3.3.3 :“NN 孔 系统 ”中 的 最 小 势能 点 唯一 
假设 在 N 孔 系 统 中 存 企 P 所 同样 为 系统 中 的 最 小 势能 后 ， 由 力 的 平衡 性 质 得 到 | , 
N PN, = ， pk っ ) PW PR) -0 
ーー Pe 


3.4 送 代 算法 的 引出 
根据 N 孔 系 统 的 定义 若 将 每 根 绳子 上 受 的 力 看 成 向 量 在 N 孔 系 统 上 的 平面 建立 秆 卡尔 坐标 系 , 
令 Ni=(xi i) 为 和 孔 的 坐标 , 则 已 点 所 受到 的 合力 应 为 ， 


。 や PWM > NP 
i=1 TEN i=1 Vi Xx) + yy) 
由 引 理 3.3.2 可 知 ， 系 统 中 加 权 费 马 点 合力 为 零 ， 因 此 当 Ry=0 时 ,我们 可 以 将 式 子 化 为 , 


> ーー 
ュー タ )“ 十 i)“ 


i=1 


1 N; yr Pp 
> 一 一 一 一 -一 = 
(デル クギ (ーー リリ *# (iR) i = YY 


1 一 工 


因此 我 们 得 到 , 


P= > A 一 
ーー 人 (Xi — Xx) + (yi — y)° 


i=1 


即 訪 送 代 隊 数 : 


n Ni 1 
VC x + Gy — YZ 2 Ci 2 + (Gy; — yy) 


a a ーー 


赋 范 空间 下 的 加 权 费 马 点 推广 
其 收敛 性 有 Kuhn 在 1973 年 政明 。 中 


不 妨 , 可 多 送 代 的 起 始 点 妨 : 


此 时 的 Po 为 N 孔 系统 的 重心 。 


第 四 章 无 穷 阶 范 数 中 的 费 马 点 ( 切 比 雪夫 距离 ) 
4.1 切 比 雪夫 距离 的 定义 
切 比 雪夫 距离 是 范 数 为 co 时 的 距离 ， 此 时 距离 方程 为 , 


n 1/p 
Lo CK,Y) = |X — Ylle = lim (> Kilxi — 24 
りつ の 
i=1 


由 图 1 可 猜测 ， 解决 无 和 因 阶 汽 数 中 费 马 点 可 将 无 雳 阶 汽 数 转变 成 一 阶 范 数 的 情形 ， 定义 一 个 变化 
得 降 7 , 那么 7 了 则 满足 : 

V2 

| cos45°  -—sin45?° 

V2|l+sin45° cos45° 


2 


引 理 4.2 L。(Ni;P) = Li(TONi), TCP)) 
V2 , 
Li (TON), TCP)) = |x; cos 45° 十 yi sin45° — xcos45° — ysin 45°| 
V2 
十 5 |—x; sin 45° + yi;cos 45° +x sin45°— ycos45°| 


V2 
一 TOQX{(2 cos 45° + yi sin45° — x cos45°— ysin45°—x;sin45° 十 Vi cos45° 十 x sin 45" 


— ycos45°),(xicos45°+Yy;sin45°—xsin45°— ycos45°+x;sin45° 

— yicos45°—Xxsin45°+ ycos45°),(—x;cos45° — y; sin45° + x sin 45° 

十 ycos 45?" 一 Xi Si 45?" 十 Yi cos 45°+xsin45° 一 ycos 45°), (一 Xi cos 45° 一 yi sin 45° 
+ xsin45°+ ycos45°+x; sin45° — yicos45°—xsin45°+ycos45°)} 


1 
= ーー max (Se — y+ y;—y),(xXi— Xx+Xx; 一 X) (一 テ , 十 X 一 Xi 十 Xx),(—y; + y+x; + y)} 


= max {|x; — x|,|y; — yl} 


因此 ， 切 比 雪 夫 距 离 中 的 费 马 点 可 由 曼哈顿 这 里 


多 作证 明 。 


马上 点 


一 


赋 范 空间 下 的 加 权 费 马 点 推广 


第 五 章 池 数 訪中 的 王 己 点 
5.1 赋 范 空间 下 的 范 数 的 定义 
如 前 文 所 示 ， 赋 学 向 量 空间 也 可 称 为 Lp 空间 是 表面 几 种 的 通 式 ， 在 赋 光 向量 空间 下 ， 定 义 的 沁 


数 必 有 以 下 几 点 特征 : 加 
1 正信 性 : 当 x # 0, lIxll > 0 2 正 値 次 性 : laxll = lclllz 


3. 三 角 不 等 式 : llz+ yl < llzll+ llyll 4. 正 定性 : llzl| = 0 , 当 且 似 当 *=0 


5.2 费 马 点 在 赋 泡 向 量 空间 下 的 通 解 
当 p=1, 2, co 时 ,作为 赋 学 向 量 空间 下 的 特殊 情况 ,可 由 上 文 的 特定 方法 解决 。 对 于 非特 殊 情 况 , 
我 们 可 以 从 P € (0,1) 和 P e (1 +co) 两 种 情况 开始 讨论 , 
A. 当 P e (1 上 +co) 时 
此 时 背 数 处 处 可 导 ， 有 目 为 凸 疯 数 。 
证 明 : 令 冰 数 中 所 X,Y, M e R", 且 t € (0,1)， 由 闵可夫 斯 基 不 等 式 有 , 
|xX + Yl SX + YT 
那么 得 到 : 
[ixX — M)+(1— 0(Y— MI 
< tA — MIP + 2 — MN: OY M+ OC — MIP 
= (tllX — MI + (1— DY — MIDF 
而 X,Y, M 非 共 线 ， 因 此 ， 
f(tX+(1—t)Y)<tf(X)+(1— tf(Y) 
即 原 命题 得 证 。 
根 据 凸 困 数 的 性 原 , 対 干 RR2 空 同上 ,P = (x,y), 其 对 于 x, y 的 偏 导 数 为 零 的 点 束 为 滔 数 的 最 小 值 ， 由 


fy) = > kilClxi —xh? + ly — ylP YD,p > 1 


i=1 


分 别 对 x, y 求 其 俩 导 ， 得 到 


nN 
of = 回 (xX; 二 ア )< 
CY) 二 2 Kis — Xx|? 1 (|x; 一 x|? + |y, 一 y|2)JLP 1 = 
7 三 
7 
9 一 2 
(X,Y) = > kilyi — yp C(x; — xl? + |y; — yiP) YP-1 VO 
6 i=1 20 
of 一 
OX 一 
7 三 
nN 
ー ノ た p p1/p-1 2]p/2-1 
Fy) = Dk Ce x + by yO の 
に 1 


由 Vf = (区, 売 あ の ) , 当 芝 (cy) = 0 , 先 (% の) = 0 同时 成 立时 ,函数 取得 最 小 值 ， 


-一 10 六 一 


赋 范 空间 下 的 加 权 费 马 点 推广 
因此 , 


of 


nN 
Be (x,y) = > (ーッ) (lx; — x|? + |y; 一 yl2)V2-1[(x; — x)2]P/2-1 = 0 
(ニュ 


nN 
< 一 > KiX; (| を x|? 十 |y; = y| り の 177ー1[(x a ァ )2]P/2-1 


1 一 工 


7 
= 2 Kix Cie xP + ys — PVP [Cg — JP 
i=1 


nN 
tes = > kixi (i — elP + Dr — Ye PP [Cy xP 
【三 于 


nN 
[2 ki Ce —xel? + bys — Yl HPI — xe) /+ ,p> 1 


1 一 工 


7 
ye = 2 keyi (i xP + by FO PN 


1 一 工 


nN 
/> ki Ci — elP + Di Yel) Py YP ,p>1 


1 一 工 


同样 的 ， 可 令 其 起 始点 为 : 


其 收敛 性 由 计算 机 验证 。 
B. 当 P e (0, 1 时 
当 0< り <1 的 ,AokiRolewics 定理 论 壕 了 这 时 的 沁 数 被 称 之 为 拟 学 数 , 且 不満 足 三角 不等式 , 
如 果 一 个 拟 沁 数 在 向 量 空间 上 定义 了 可 度量 的 拓扑 值 ， 那 么 这 个 空间 被 称 之 为 拟 巴 纳 赫 空间 .。 
所 以 ， 他 不 满足 距离 的 性 质 ， 也 所 以 没有 讨论 价值 了 。. 
这 时 的 f(x,y) 图 像 如 图 所 示 : 


赋 范 空间 下 的 加 权 费 蕊 点 推广 

总 结 : 

本 文 基本 解决 了 不 同 汽 数 下 最 优 费 马 点 问题 ,在 一 或 二 阶 光 数 时 ,为 日 常生 活 中 普遍 过 到 的 情 ) 
其 他 污 数 可 为 实际 问题 中 更 为 苛刻 坏 境 中 的 问题 。 

其 中 ， 上 文 论 太 的 广义 加 权 费 马 点 都 是 在 RR* 空 间 上 的 ， 其 推广 至 R" 空 间 证 明 类 同 ， 笔 者 没有 直 
接 在 RR" 空 间 上 作 论 述 的 仪 仪 是 因为 这 样 论述 过 于 繁琐 ， 而 RR* 空 间 更 贴近 实际 生活 ， 且 容易 被 人 们 接 
受 。( 而 无 因 阶 情况 是 个 例外 ， 基 于 在 高 纬度 中 旋转 需要 考虑 沿 不 同 的 轴 或 者 不 同 的 角度 都 是 很 复杂 
的 。) 

并 且 上 文 提 到 的 两 个 迭代 方程 在 计算 机 编程 中 效果 都 非 党 出色， 在 可 一 秒 钟 内 解决 任意 的 一 百 个 
氮 中 的 最 优点 且 精 度 达 到 入 ， 七 位 有 效 数 字 ， 或 是 更 多 。 较 可 异 的 是 这 里 的 迭代 方程 的 收敛 证 明 都 依 
赖 于 计算 机 ， 而 没有 严格 的 数学 理论 证 明 。 且 实际 问题 中 最 优点 的 求法 可 能 还 存在 其 他 不 同 因素 , 比 
如 障碍 物 ， 或 存在 坡度 之 类 的 。 因 此 ， 笔 者 会 在 未 来 研究 中 会 不 断 优 化 且 满 足 更 为 复杂 的 最 优点 分 布 


问题 。 
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